The behavior of functions of several variables in terms of extremes by Beseda, Jiří
VYSOKÉ UČENÍ TECHNICKÉ V BRNĚ
BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY
FAKULTA STROJNÍHO INŽENÝRSTVÍ
ÚSTAV MATEMATIKY
FACULTY OF MECHANICAL ENGINEERING
INSTITUTE OF MATHEMATICS
CHOVÁNÍ FUNKCÍ VÍCE PROMĚNNÝCH Z HLEDISKA
EXTRÉMŮ
THE BEHAVIOR OF FUNCTIONS OF SEVERAL VARIABLES IN TERMS OF EXTREMES
BAKALÁŘSKÁ PRÁCE
BACHELOR'S THESIS
AUTOR PRÁCE JIŘÍ BESEDA
AUTHOR
VEDOUCÍ PRÁCE Mgr. JANA HODEROVÁ, Ph.D.
SUPERVISOR
BRNO 2015





který/která studuje v bakalářském studijním programu
obor: Matematické inženýrství (3901R021) 
Ředitel ústavu Vám v souladu se zákonem č.111/1998 o vysokých školách a se Studijním a
zkušebním řádem VUT v Brně určuje následující téma bakalářské práce:
Chování funkcí více proměnných z hlediska extrémů
v anglickém jazyce:
The behavior of functions of several variables in terms of extremes
Stručná charakteristika problematiky úkolu:
Úkolem je kompletní a důsledné zpracování teoretické části s důrazem na korektní matematickou
formulaci. Práce může být doplněna o ilustrační příklady se snahou o volbu nestandartních a
zajímavých ukázek. Vhodné by bylo uvést nějaký praktický problém řešitelný nalezením extrémů
funkce.
Cíle bakalářské práce:
Práce je zaměřena na precizní matematickou terminologii. Cílem je tedy vytříbení matematického
myšlení a schopnosti jasně formulovat myšlenky.
Seznam odborné literatury:
Salas, Hille, Etgen: Calculus one and several variables
Rektorys: Přehled užité literatury
Finney, Weir, Giordano: Thomas' calculus
Anton, Bivens, Davis: Calculus
Vedoucí bakalářské práce: Mgr. Jana Hoderová, Ph.D.
Termín odevzdání bakalářské práce je stanoven časovým plánem akademického roku 2014/2015.
V Brně, dne 
L.S.
_______________________________ _______________________________
prof. RNDr. Josef Šlapal, CSc. prof. RNDr. Miroslav Doupovec, CSc., dr. h. c.








Problematika extrémů funkce více proměnných spočívá ve výpočtu maxima nebo minima této 
funkce. Toto maximum a minimum funkce může být lokální, vázané nebo globální. K zjištění extrémů 
využíváme zejména Sylvestrovo kritérium, pomocí kterého vyšetřujeme chování funkce v stacionárních 
bodech. Stacionární bod je bodem, ve kterém předpokládáme existenci maxima či minima funkce. 
SUMMARY 
Thesis deals with problems of extreme searching in multivariable calculus. Searching 
maxima/minima of the function can be moreover specified to local extremes, global extremes or strict 
extremes. For finding extremes we use Sylvester's criterion, which helps us investigate the behavior of 
functions in stationary points. Stationary point is point, where maxima or minima of the function is 
expected. 
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Hledání extrémů funkcí je jednou ze základních úloh matematiky. Jeho aplikace se často vyskytují 
v optimalizacích a ve finančnictví. V této práci se zaměříme na extrémy funkcí více proměnných.  
V první části definujeme potřebné pojmy, abychom byli schopní porozumět principům určení 
extrémů funkcí více proměnných. V druhé části se podrobně věnujeme extrémům funkcí více 
proměnných, definování pojmů lokální a vázaný extrém funkce, jsou zde uvedeny příklady těchto typů 
úloh a uveden postup výpočtu. Příklady jsou doplněny grafy. 
Poslední část se věnuje výpočtům extrémů funkcí více proměnných za pomocí matematického 
softwaru MAPLE. První příklad je čistě teoretický a druhý příklad řeší problém ze strojírenské praxe.
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2 FUNKCE VÍCE PROMĚNNÝCH 
2.1 ZÁKLADNÍ DEFINICE 
Nejprve zavedeme základní definice a pojmy potřebné k vysvětlení extrémů funkcí více 
proměnných. Tyto definice a pojmy jsou převzaty z [1], [3], [4], [5]. 
2.1.1 Funkce více proměnných 
Definice 1: Nechť 𝑀 ⊆ ℝ𝑛 ,𝑀 ≠  ∅ . Funkcí n-proměnných poté rozumíme zobrazení 𝑓: 𝑀 →  ℝ , 
takové, že každému prvku množiny M přiřadí právě jedno realné číslo. Množinu 𝑀  nazýváme 
definičním oborem funkce 𝑓 a značíme 𝐷𝑜𝑚 𝑓. 
Prvky množiny ℝ𝑛 , uspořádané n-tice, značíme 𝑋 = [𝑥1, … , 𝑥𝑛], 𝑥𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 1, . . , 𝑛 . Funkce více 
proměnných je tedy zobrazení, které každému bodu 𝑋 = [𝑥1, … , 𝑥𝑛] ∈ 𝐷𝑜𝑚 𝑓 přiřadí jediné realné číslo 
𝑦 ∈ ℝ. Používáme zápis 𝑦 = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) nebo zkráceně 𝑦 = 𝑓(𝑋). Číslu 𝑦 říkáme funkční hodnota 
funkce f v bodě X. 
Poznámka: 
Pro funkci dvou proměnných volíme místo označení 𝑦 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2) označení 
𝑧 =  𝑓(𝑥, 𝑦). 
2.1.2 Okolí bodu 
Definice 2: Delta okolí bodu 𝐴 = [𝑎1, … , 𝑎𝑛] ∈ ℝ
𝑛  definujeme jako množinu bodů 𝑋 =






A značíme 𝑂(𝐴, 𝛿) a říkáme delta okolí bodu A. 
Delta okolí bodu A z něhož vyloučíme bod A je pak množina všech bodů splňujících nerovnost 








2.1.3 Limita funkce 
Definice 3: Funkce 𝑦 = 𝑓(𝑋) n-proměnných má v bodě 𝐴 =  [𝑎1, … , 𝑎𝑛] limitu rovnu číslu b, jestliže 
ke každému 𝜀 > 0 existuje 𝛿 > 0 tak, že 
a) 𝑓(𝑋) je definována pro 𝑋[𝑥1, … , 𝑥𝑛], pro něž je 




b) Pro každé takové X platí nerovnost |𝑓(𝑋)– 𝑏| < 𝜀. 
Píšeme pak lim
𝑋→𝐴
𝑓(𝑋) = 𝑏. 
2.1.4 Spojitost funkce v bodě A 
Definice 4: Funkce 𝑦 = 𝑓(𝑋) se nazývá spojitou v bodě A, jestliže  lim
𝑋→𝐴
𝑓(𝑋) = 𝑓(𝐴). 
Je-li tedy funkce 𝑓(𝑋) spojitá v bodě A, pak při libovolně zvoleném 𝜀 > 0 platí v dostatečně malém 
okolí bodu A nerovnost  
|𝑓(𝑋)– 𝑓(𝐴)| <  ℰ. 
2.1.5 Spojitost funkce na množině M 
Definice 5: Je-li funkce spojitá ve všech bodech množiny 𝑀 ⊂ ℝ𝑛, můžeme poté říct, že funkce je na 
množině M spojitá. 
2.1.6 Parciální derivace 
Definice 6: Nechť y = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) . Značíme-li přírustek nezávislé proměnné 𝑥𝑖  jako ∆ 𝑥𝑖 (𝑖 =
1,… , 𝑛), definujeme parciální přírůstek funkce 𝑓 podle proměnné 𝑥𝑖 jako 
∆𝑥𝑖𝑦 =  𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖 + ∆𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛).  














𝜕𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)
𝜕𝑥𝑖
. 
Speciálně pak pro funkce 𝑧 =  𝑓(𝑥, 𝑦) 
∆𝑥𝑧 = 𝑓(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦), 






















𝑓(𝑥, 𝑦 + ∆𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)
∆𝑦
. 












se nazývá totální diferenciál funkce 𝑦 =  𝑓(𝑋) v bodě A. 




 (𝑥1 − 𝑎1) +
𝜕𝑓(𝐴)
𝜕𝑥2
 (𝑥2 − 𝑎2) + ⋯+ 
𝜕𝑓(𝐴)
𝜕𝑥𝑛
 (𝑥𝑛 − 𝑎𝑛). 












 (𝑥 − 𝑎) +
𝜕𝑓(𝑎, 𝑏)
𝜕𝑦
 (𝑦 − 𝑏). 
 
Věta 1: Funkce 𝑦 = 𝑓(𝑋) má v bodě 𝐴 = [𝑎1, … , 𝑎𝑛] totální diferenciál (je v bodě diferencovatelná) je-
li možno její přírůstek  
∆𝑦 = 𝑓(𝑎1 + ℎ1, … , 𝑎𝑛 + ℎ𝑛 ) − 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑛). 
 
v okolí bodu A vyjádřit ve tvaru 
∆𝑦 = 𝐾1ℎ1 + ⋯+ 𝐾𝑛ℎ𝑛 +  𝜌 𝜏(ℎ1, … , ℎ𝑛), 
𝐾𝑑𝑒 𝜌 =  √ℎ1
2 + ⋯+ ℎ𝑛




𝜏(ℎ1 + ⋯+ ℎ𝑛) = 0  
𝐾1, … , 𝐾𝑛jsou určité konstany a  ℎ𝑖 = 𝑑𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑎𝑖 , 𝑖 = 1,… , 𝑛. 
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Má-li funkce 𝑓(𝑋) v bodě 𝐴  totální diferenciál, má v bodě A parciální derivace podle proměnných 




   𝑖 = 1,… , 𝑛. 
Poznámka: 
Postačující podmínky diferencovatelnosti: 
Má-li funkce 𝑓(𝑋)  v okolí bodu 𝐴 = [𝑎,… , 𝑎𝑛] parciální derivace podle každé proměnné a jsou tyto 
derivace spojité v bodě A, pak řekneme, že 𝑓(𝑋) diferencovatelná v bodě A. 
Poznámka: 
Pro spojitost funkce 𝑓(𝑋) platí následující. Každá funkce, která je diferencovatelná v bodě A, je v tomto 
bodě spojitá. Funkce spojitá v bodě A nemusí být v bodě A diferencovatelná.  
2.1.8 Totální diferenciál vyššího řádu 
Věta 2: Je-li funkce 𝑦 = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) v okolí bodu 𝐴 = [𝑎,… , 𝑎𝑛] diferencovatelná a jsou-li v bodě A 
diferencovatelné její parciální derivace podle všech proměnných 𝑥1, … , 𝑥𝑛 , pak má funkce 𝑦 =
𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) v bodě A totální diferenciál druhého řádu, který je dán výrazem 



















Protože pravidlo, podle něhož sestavujeme totální diferenciál druhého řádu je obdobou pravidla pro 
umocňování n-členu na druhou, zapisujeme symbolicky totální diferenciál druhého řádu funkce            












𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛). 












𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛). 
Výpočet provádíme opět podle pravidla analogického umocňování n-členu na m-tou.  
2.2 LOKÁLNÍ EXTRÉMY 
Základní úlohou počítání extrémů funkcí více proměnných je zjišťování lokálních extrémů a 
proto si nyní definujeme potřebné pojmy a popíšeme postup zjišťování těchto extrémů. 
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2.2.1 Kvadratická forma 





se nazývá kvadratickou formou a značíme ji κ. 






nazveme maticí kvadratické formy.  
Matice kvadratické formy je symetrická, z toho vyplývá, že 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖  ∀i,j. 
Příklad: Mějme 𝑛 = 2,kvadratickou formu 𝜅 =  4𝑑𝑥2 + 2𝑑𝑦𝑑𝑥 + 6𝑑𝑦2  a vektor 𝒖 = (1,3).    
Pak tedy 𝜅(𝒖) = 4 ∗ 1 ∗ 1 +  2 ∗ 1 ∗ 3 +  6 ∗ 3 ∗ 3 =  73. 
Opět pro ilustraci použijeme naší kvadratickou formu 𝜅 =  4𝑑𝑥2 + 2𝑑𝑦𝑑𝑥 + 6𝑑𝑦2 . A tedy 𝑎11 =





Rozdělení kvadratických forem:  
Pro každé 𝒖 ≠  𝒐 platí: 
a) Je- li 𝜅(𝒖)  >  0 pak je 𝜅 pozitivně definitní. 
b) Je- li 𝜅(𝒖)  <  0 pak je 𝜅 negativně definitní. 
c) Je- li 𝜅(𝒖)  ≥  0 pak je 𝜅 pozitivně semidefinitní. 
d) Je- li 𝜅(𝒖)  ≤  0 pak je 𝜅 negativně semidefinitní. 
e) Existuje-li k vektoru u i vektor v tak, že 𝜅(𝒖)  >  0   a  𝜅(𝒗)  <  0 pak je forma indefinitní. 
2.2.2 Sylvestrovo kritérium 
Nechť D je matice kvadratické formy 𝜅 (řádu n).  Označme matice: 
𝐷1 = (𝑎11), 𝐷2 = (
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22





Pak platí, že kvadratická forma κ je 
a) Pozitivně definitní právě tehdy, když det (𝐷1) >  0 , … , det (𝐷𝑛) >  0 . 
 16 
 
b) Pozitivně  semidefinitní právě tehdy, když det (𝐷1) ≥  0 , … , det (𝐷𝑛) ≥  0. 
c) Negativně  definitní právě tehdy, když (−1)1det (𝐷1) >  0 , … , (−1)
𝑛 det (𝐷𝑛) >  0. 
d) Negativně semidefinitní právě tehdy, když (−1)1det (𝐷1) ≥  0 , … , (−1)
𝑛det (𝐷𝑛) ≥  0. 
e) Indefinitní právě tehdy, když nenastal žádný z případů a) až d).  
Definice 8: 
Řekneme, že funkce 𝑦 = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)  má v bodě A= [𝑎1, … , 𝑎𝑛]  
a) Lokální minimum když existuje okolí 𝑂(𝐴, 𝛿) takové, že pro všechna 𝑋 ∈  𝑂(𝐴, 𝛿) platí 
𝑓(𝐴)  ≤  𝑓(𝑋). 
b) Lokální maximum když existuje okolí 𝑂(𝐴, 𝛿) takové, že pro všechna 𝑋 ∈  𝑂(𝐴, 𝛿) platí 
𝑓(𝐴)  ≥  𝑓(𝑋). 
Věta 3: Nutná podmínka pro existenci extrému v bodě 𝐴 =  [𝑎1, … , 𝑎𝑛] je 
𝑓′𝑥1
(𝐴) = 0,… , 𝑓′𝑥𝑛
(𝐴) = 0  
a tento bod nazveme bodem stacionárním. 
Poznámka: Funkce může mít lokální extrém pouze ve stacionárních bodech nebo v bodech, kde 
neexistuje aspoň jedna parciální derivace. 
Věta 4: Nechť funkce 𝑦 = 𝑓(𝑋) má ve stacionárním bodě 𝐴 =  [𝑎1, … , 𝑎𝑛] diferenciál druhého řádu. 
Uvažujme kvadratickou formu 







Je-li poté kvadratická forma 𝜅(𝒖)  
1) Pozitivně definitní, má funkce 𝑦 = 𝑓(𝑋) v bodě 𝐴 ostré lokální minimum. 
2) Negativně definitní, má funkce 𝑦 = 𝑓(𝑋) v bodě 𝐴 ostré lokální maximum. 
3) Indefinitní, nemá funkce 𝑦 = 𝑓(𝑋) v bodě 𝐴 lokální extrém. 
Poznámka: Při výpočtech extrémů se na zjištění definitnosti kvadratické formy ve stacionárních bodech 
využívá Sylvestrovo kritérium. 
Věta 5: Postačující podmínkou pro existenci maxima ve stacionárním bodě 𝐴 =  [𝑎1, … , 𝑎𝑛]  je 
𝑑2𝑓(𝐴) < 0, tzn. 𝑑2𝑓(𝐴) jako kvadratická forma negativně definitní. 
 Věta 6: Postačující podmínkou pro existenci minima ve stacionárním bodě 𝐴 =  [𝑎1, … , 𝑎𝑛]  je 
𝑑2𝑓(𝐴) > 0, tzn. 𝑑2𝑓(𝐴) jako kvadratická forma pozitivně definitní. 
Poznámka: Postačující podmínka minima (maxima) ve stacionárním bodě 𝐴 =  [𝑎1, … , 𝑎𝑛] je také  
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𝑑𝑓(𝐴) =  𝑑2𝑓(𝐴) = . . . =  𝑑2𝑛−1𝑓(𝐴) =  0 𝑡𝑒𝑑𝑦 𝑑2𝑛𝑓(𝐴) >  0 (𝑑2𝑛𝑓(𝐴) <  0) 
Avšak tyto výpočty jsou technicky náročné. 
2.2.3 Postup řešení 
1) Vypočítáme první parcialní derivace a položíme rovny nule. Tím získáme soustavu rovnic. 
2) Řešením této soustavy rovnic získáme stacionární body, které jsou podezřelé, že v nich nastává 
extrém.  
3) Určíme druhé parciální derivace a určíme jejich hodnoty ve stacionárních bodech. 
4) Určíme determinanty matic Dk a aplikujeme na ně Sylvestrovo kritérium. 
5) Pokud na základě Sylvestrova kritéria nejsme schopni rozhodnout, jestli v daném bodě nastal 
extrém, je potřeba řídit se definicí a zkoumat body v okolí stacionárního bodu.  
6) Pokud existují body, kde neexistuje aspoň jedna z parciálních derivací, je třeba prošetřit okolí  těchto 
bodů. Jestli tam také nenastává extrém. 
Příklad: 
Tento příklad je čerpán z publikace [6]. 
Zjistěte lokální extrémy funkce 𝑓(𝑥, 𝑦) =  𝑥3 + 𝑦3 − 6𝑥𝑦. 
Graf : 
 




1) První parciální derivace 
𝜕𝑓
 𝜕𝑥
= 3 ∗ 𝑥2 − 6 ∗ 𝑦              ,           
𝜕𝑓
𝜕𝑦
=  3 ∗ 𝑦2 − 6 ∗ 𝑥 
2) Řešíme soustavu 
3𝑥2 − 6𝑦 = 0 
3𝑦2 − 6𝑥 = 0 
Získáme tímto 2 stacionární body 𝐴 =  [0 , 0 ] , 𝐵 = [2,2] 
 
3) Dále vypočítáme druhé derivace a dosadíme hodnoty z obou stacionárních bodů. 
𝜕2𝑓
𝜕𝑥2
= 6 ∗ 𝑥    ,    
𝜕2𝑓
𝜕𝑦2
= 6 ∗ 𝑦    ,    
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦
= −6  
𝜕2𝑓(𝐴)
𝜕𝑥2
= 0    ,    
𝜕2𝑓(𝐴)
𝜕𝑦2
= 0    ,    
𝜕2𝑓(𝐴)
𝜕𝑥𝜕𝑦
= −6  
𝜕2𝑓(𝐵)
𝜕𝑥2
= 12    ,    
𝜕2𝑓(𝐵)
𝜕𝑦2
= 12    ,    
𝜕2𝑓(𝐵)
𝜕𝑥𝜕𝑦
= −6  
4) Dosadíme do determinantů 𝐷1 a 𝐷2 hodnoty přílušných derivací. 
 
𝐷1(𝐴) = 𝑑𝑒𝑡[0] = 0   ,   𝐷2(𝐴) = det [
0 −6
−6 0
] =  36 > 0 
𝐷1(𝐵) = 𝑑𝑒𝑡[12] = 12 > 0     ,   𝐷2(𝐵) = det [
12  −6
−6 12
] =  12 > 0 
V bodě A nenastává extrém (plocha zde má tvar sedla), v bodě B nastává lokální minimum. 
Graf 2.2:  vrstevnice funkce f (x,y) = 𝑥3 + 𝑦3 − 6𝑥𝑦 
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2.3 VÁZANÉ EXTRÉMY 
Definice 9: Vázanými extrémy funkce 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) rozumíme extrémní hodnoty funkce 𝑓 v takových 
bodech, jejichž souřadnice 𝑥1, … , 𝑥𝑛 jsou vázány dalšími m podmínkami, kde 𝑚 < 𝑛  
 
 
𝜑1(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 0, 




𝜑𝑚(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 0. 
 
2.3.1 Lagrangeova metoda 
Věta 7: Předpokládáme, že funkce 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)  stejně jako podmínky 𝜑1(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 0, 
𝜑2(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 0, … , 𝜑𝑚(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 0 jsou v uvažované oblasti diferencovatelné. 
Potom při stanovení extrémů funkce f vázaných podmínkami 𝜑𝑛, … , 𝜑𝑚 postupujeme takto: 
1) Sestavíme Lagrangeovu funkci ve tvaru: 
𝜙(𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛, 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑚) =  𝑓(𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛) + 𝜆1 ∗ 𝜑1(𝑥1, … , 𝑥𝑛) +
+𝜆2 𝜑2(𝑥1, … , 𝑥𝑛)  + ⋯+ 𝜆𝑚𝜑𝑚(𝑥1, … , 𝑥𝑛).  
 
Koeficienty 𝜆1, … , 𝜆𝑚se nazývají Lagrangeovy multiplikátory.  
Pro tuto funkci dále platí, že je-li v nějakém jejím bodě extrém, tak v témže bodě nastává i 
extrém funkce 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) při podmínkách 𝜑1, … , 𝜑𝑚. 
 







= 0 , … ,
𝜕𝜙
𝜕𝑥𝑛




𝜑1 = 0,𝜑2 = 0 , … , 𝜑𝑚 = 0                                         ( 𝑚 𝑟𝑜𝑣𝑛𝑖𝑐 ) 
o neznámých 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝜆1, … , 𝜆𝑚. 
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3) Pomocí Sylvestrova kritéria zmíněného dříve, zjístíme, zda ve stacionárních bodech jsou lokální 
extrémy funkce Φ a pokud jsou, tak v těch stacionárních bodech jsou vázané extrémy funkce 𝑓. 
Příklad: Najděte vázané extrémy funkce 𝑓(𝑥, 𝑦) =  𝑥𝑦 s vazbou 𝑥2 + 𝑦2 = 1  
Graf: 
 
Obrázek 2.3: Graf průniku funkce 𝑓(𝑥, 𝑦) =  𝑥𝑦 s vazbou 𝑥2 + 𝑦2 = 1 
 
1) Vytvoříme Lagrangeovu funkci 
 
𝜙(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑥𝑦 + 𝜆 (𝑥2 + 𝑦2 − 1). 
 
2)  Funkci zderivujeme a položíme derivace rovné nule, a řešíme soustavu rovnic. 
 
𝜙′𝑥 = 𝑦 + 2𝜆𝑥 = 0 => 𝑦 = −2𝜆𝑥, 
𝜙′𝑦 = 𝑥 + 2𝜆𝑦 = 0 => 𝑥 = −2𝜆𝑦,  
𝜑1 =  𝑥
2 + 𝑦2 − 1 = 0. 
𝑥 − 4𝜆2𝑥 = 0 => 𝑥(1 − 4𝜆2) = 0 
1 − 4𝜆2 = 0 








=> 𝑦 = ±𝑥 


















































4) Provedeme derivování a aplikujeme Sylvestrovo kritérium 
 
𝜙′′𝑥𝑥 = 2𝜆 = ±1, 
𝜙′′𝑦𝑥 = 1, 
𝜙′′𝑦𝑦 = 2𝜆 = ±1, 





 A tedy nelze o extrému v bodech Sylvestrovým kritériem rozhodnout. Musí se tedy postupovat 
jiným způsobem. 
5) Z výše vypočtených derivací můžeme sestrojit kvadratickou formu 
 
𝑑2𝜙 = ±𝑑𝑥2 + 2𝑑𝑥𝑑𝑦 ± 𝑑𝑦2 
 
Zderivujeme vazbu a dosadíme do této kvadratické formy. 
 




















Dosazením bodů A,B získáme kvadratickou formu −4𝑑𝑥2, tato forma je negativně definitní a 
tedy má funkce 𝑓 v bodech A,B lokální maximum. 
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Dosazením bodů C,D získáme kvadratickou formu 4𝑑𝑥2, tato forma je pozitivně definitní a tedy 
má funkce f v bodech A,B lokální minimum. 
2.4 GLOBÁLNÍ EXTRÉMY 
Je-li funkce 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) spojitá a diferencovatelná ve všech vnitřních bodech uzavřené oblasti Ω ⊂ ℝ
𝑛, 
pak v této oblasti můžeme zjístit její maximální a minimální hodnotu. Body, v nichž nastává extrém 
funkce, mohou být buď uvnitř oblasti Ω (lokální extrémy) nebo na hranici oblasti Ω (vázané extrémy). 
Definice 10:  Funkce 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) má v bodě A (ostré) globální minimum, jestli pro každé 𝑋 ∈ Ω, (𝑋 ≠
𝐴) platí 
𝑓(𝑋) − 𝑓(𝐴) > 0. 
Definice 11:  Funkce 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)  má v bodě A (ostré) globální maximum, jestli pro každé 𝑋 ∈
Ω , (𝑋 ≠ 𝐴) platí 
𝑓(𝑋) − 𝑓(𝐴) < 0. 
Příklad:  Najděte globální extrémy funkce 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑠𝑖𝑛 𝑥 +  𝑠𝑖𝑛 𝑦 +  𝑠𝑖𝑛(𝑥 + 𝑦), kde definičním 
oborem je čtverec, ve kterém platí 0 ≤ 𝑥 ≤
𝜋
2






Graf 2.4: Graf funkce 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑠𝑖𝑛 𝑥 +  𝑠𝑖𝑛 𝑦 +  𝑠𝑖𝑛(𝑥 + 𝑦) 
1) Prvním krokem bude výpočet lokálních extrémů a poté kontrola, jestli tyto extrémy leží 
v dané oblasti. 
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𝑓’𝑥 = cos𝑥 + cos(𝑥 + 𝑦) 
𝑓’𝑦 = cos 𝑦 + cos(𝑥 + 𝑦) 
 
cos 𝑥 = cos 𝑦 ⇒ 𝑥 = 𝑦 
 
cos𝑥 + cos  2𝑥 = 0 
cos 𝑥 + cos2 𝑥 − sin2 𝑥 = 0 
2cos2 𝑥 − (1 − 𝑐𝑜𝑠2 𝑥) = 0 



















𝑓‘‘𝑥𝑥 = −sin 𝑥 – 𝑠𝑖𝑛 (𝑥 + 𝑦), 𝑓‘‘𝑥𝑥(𝐴) = −√3 





























2) Dále je třeba zjistit vázané extrémy na hranici dané oblasti. 




𝑓(𝑦) = 2 sin 𝑦  
Vázané minimum v bodě 𝐵 =  [0,0], 𝑓(𝐵)  =  0 
Vázané maximum v bodě 𝐶 =  [0,
𝜋
2
] , 𝑓(𝐶) = 2 




𝑓(𝑦) = 2 sin 𝑦  
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Vázané minimum v bodě 𝐵 =  [0,0], 𝑓(𝐵)  =  0 
Vázané maximum v bodě D =  [
𝜋
2








𝑓(𝑦) = 1 + sin 𝑦 + sin(𝑥 + 𝑦) + sin (
𝜋
2
+ 𝑦) = 1 + sin𝑦 + cos 𝑦  
𝑓𝑦









) = −√2  




















] , 𝑓(𝐹) = 1 + √2 
 






] , 𝑓(𝐴) =
3√3
2
 (vybíráme maximum a minimum z bodů A až F). 
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3 VYUŽITÍ SOFTWARU MAPLE PŘI VÝPOČTECH 
Počítání extrémů funkcí více proměnných může být zdlouhavý proces, a proto je vhodné na 
urychlení využít matematický software. V případě analytických výpočtů je možné využít program 
MAPLE a v případě výpočtu numerických je lepší volbou program MatLab. Dále si uvedeme dva 
příklady, jeden čistě teoretický a druhý bude příklad z praxe. 
3.1 TEORETICKÝ PŘÍKLAD 
Naším úkolem je najít lokální extrémy funkce 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 𝑒−
𝑥2+𝑦2
2  . 
Prvním krokem je zadání funkce, pro kterou hledáme extrémy. 
 
 
Dále využijeme MAPLE pro vykreslení grafu funkce, abychom viděli, s jakou funkcí pracujeme 
a kolik extrémů můžeme očekávat. 
 
 





Zderivujeme funkci a určíme stacionární body 
 
 























Také lze vidět, že v bodech [1, −1] a [−1,1] nastává lokální minimum. 
 
 
Avšak v bodě [0,0] nenastává extrém funkce. 
3.2 PRAKTICKÝ PŘÍKLAD 
Tento příklad je převzat z bakalářské práce Hany Floderové [7]. Více detailů o této úloze se 
nachází v dané bakalářské práci. 
Formulace úlohy 
Firma ABB s.r.o. potřebovala vyřešit problém s optimálním průřezem jádra napěťového 
transformátoru. Poté, co byla převedena tato úloha na matematický problém, šlo o následující 
problematiku. 
Bylo třeba vepsat do kruhu takový počet obdélníků, aby byl průřez jádra co největší. V této 
úloze se problém řešil pro jeden až pět obdélníků. Vstupem byl průměr kruhu, který byl 𝑑 =  2𝑟. 





Z důvodu dlouhého výpočtu zde bude uvedena ukázka řešení jen pro jeden a pět obdélníků. 
 Varianta pro jeden obdélník: 
























Souřadnice vrcholu A 
𝐴[0.3535533905𝑑 , 0.3535533905𝑑 ] 
Strana čtverce 
𝑎 =  0.7071067810 𝑑 
Koeficient 𝜂 
𝜂 = 0.6366197722 = 63,7%  
Obrázek 
 




































































Strany obdélníku uprostřed 
0.9056456822𝑑 ×  0.4240352560𝑑 
Strany menšího obdélníku 
0.7071067808𝑑 ×  0.1415357628𝑑 
Strany nejmenšího obdélníku 
0.4240352560𝑑 ×  0.0992694503𝑑 
Koeficient 𝜂 
𝜂 =  0.8510014646 =  85.1% 
 
 







Počet obdélníků 1 2 3 4 5 
η 63,7% 69,9% 78,7% 81,1% 85,1% 
Tabulka 3.1: Tabulka všech hodnot 
Tato tabulka ukazuje procenta využití prostoru kruhu postupně pro 1-5 obdélníků. Snadno lze 





V této bakalářské práci byla čtenářům vysvětlena problematika extrémů funkcí více proměnných a 
ukázán postup řešení těchto úloh.  
Dále pak byla naznačena možnost využití počítačového softwaru MAPLE, který výpočet extrémů 
funkcí více proměnných značně zjednoduší. V praktické části byly vypočteny dva příklady, jeden 
teoretický a druhý praktický příklad byl řešením úlohy pro firmu ABB s.r.o., na kterém je zřejmá časová 
úspora při využití softwaru MAPLE. 
Úlohy na extrémy funkcí více proměnných řeší zejména optimalizace. Například ekonomické 
rozhodování se řídí požadavkem maximálního zisku a minimálních nákladů, přičemž tyto dvě veličiny 
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6 SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK A SYMBOLŮ 
 
𝑂(𝐴, 𝛿)     delta okolí bodu A 
𝑓‘(𝑥)     derivace funkce 𝑓(𝑥) 
𝑑𝑓(𝐴)     diferenciál funkce v bodě A 
𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖
     pariální derivace funkce 𝑓(x1, … , xn) podle i-té proměnné 
D     matice kvadratické formy 
𝜅     kvadratická forma 
𝜙(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝜆1, … , 𝜆𝑚)  Lagrangeova funkce 
Dom f     definiční obor funkce f 
 
